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The Relation between Genotypical and Phenotypical Plausibilities of Paternity

Summary. Applying the formula of Okajima [2, 3] to the genotypical possibilities of a
given phenotypical child-mother-putativ father constellation one can compute for each of
these possibilities a genotypical probability of paternity. It is possible to determine the dis-
crete distribution function, the mean value, and the variance of these genotypical proba-
bilities of paternity and it is shown that the phenotypical probability of paternity is equal
to the mean value of the genotypical probabilities of paternity.

Zusammenfassung. Wendet man bei gegebener phénotypischer Kind-Mutter-Putativvater-
Konstellation die Formel von Okajima [2, 3] auf die genotypisch méglichen Fille an, so erhélt
man fir jede dieser Moglichkeiten einen genotypischen W-Wert. Die diskrete Verteilungs-
funktion, der Erwartungswert und die Varianz dieser genotypischen W-Werte lassen sich
bestimmen, und es zeigt sich, daf der phinotypische W-Wert gleich dem Erwartungswert der
genotypischen W-Werte ist.

Key words: Blutgruppen, Biostatistik — Vaterschaftswahrscheinlichkeit, Genotyp, geno-
typische W-Werte, phdnotypischer W-Wert.

Ausgangspunkt fiir die meistverwendete Methode zur biostatistischen Abstam-
mungsbegutachtung [1] ist die phénotypische Konstellation des Dubletts Mutter-—
Kind und des FEventualvaters in den untersuchten Blutgruppensystemen. Mit Hilfe
der Formel von Okajima [2, 3]

Yy Vp-S(Myx Kg)

X, © (T, x M, x Ky ()

werden die Werte Y, und X, durch Symbole fiir die Genhdufigkeiten dargestelt,
wobei hier wie auch im folgenden der Index p angibt, daB8 die indizierte GroBe
sich auf die phénotypische Konstellation bezieht, wahrend der Index ¢ anzeigt,
daf es sich hierbei um eine genotypische Grofie handelt.

Hierbei bedeuten :

Vg Wahrscheinlichkeit des Phéanotyps des Eventualvaters.

S(Myx Ky) Summe der Wahrscheinlichkeiten aller bei den vorliegenden
Phénotypen mdéglichen genotypischen Mutter-Kind-Ver-
bindungen.
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8(Vygx My x Ky) Summe der Wahrscheinlichkeiten aller bei den vorliegenden
Phanotypen moglichen genotypischen Eventualvater-Mut-
ter-Kind-Verbindungen.

Die so bestimmten Werte fiir Y, und X, werden in den Ansatz von Essen-
Moller [4] eingesetzt und damit die Vaterschaftsplausibilitat fir die phanotyplsche

Konstellation
W q- Xy _ 1 -
P g Xp+(1—g) - ¥y (1—q) Yy (2)

berechnet. Hierbei bedeutet g die a priori-Wahrscheinlichkeit fiir Vaterschaft, die
in den meisten Féallen gleich 0,5 gesetzt wird, wodurch sich die Essen-Moller-
Formel zu

X, Y, Yp (3)

vereinfacht.

Auf Grund der Verwendung unvollstdndiger Blutgruppensysteme ist es jedoch
sehr haufig der Fall, dall bei vorgegebener phinotypischer Konstellation mehrere
genotypische Interpretationen vorhanden sind.

Hat man allgemein bei einer phanotypischen Eventualvater-Mutter-Kind-Kon-
stellation in mehreren Blutgruppensystemen fiir die phénotypische Blutgruppen-
kombination des Eventualvaters n verschiedene genotypische Interpretationen
und fiir die phénotypische Blutgruppenkombination des Dubletts Mutter—Kind
m verschiedene genotypische Interpretationen, so ergeben sich fiir diesen einen
phénotypischen Fall n - m genotypische Moglichkeiten.

Es ist nicht schwer, die Formel von Okajima [2, 3] fiir diese genotypischen
Terzette umzuwandeln, und man erhdlt fiir 1 < ¢ < n und 1 £j < m

Vi (Vo (Mgx Kg)y

= . 4
Xi,j (VgXMgXKg)@] ( )

Hierbei bezeichnet nun wie auch im folgenden der Index ¢ die ¢-te Genotypen-
konstellation des Eventualvaters und der Index j die j-te Genotypenkonstellation
des Dubletts Mutter—Kind. Weiter ist analog zum phénotypischen Fall:

(Vo) die Wahrscheinlichkeit der ¢-ten Genotypenkonstellation
des Eventualvaters,
(Mg x Kg); die Wahrscheinlichkeit der Genotypenkombination des

j-ten Dubletts,

(Vg x Mg X Kg)i,; die Wahrscheinlichkeit der Genotypenkombination der
j-ten Dublettenkonstellation mit der i-ten Genotypmog-
lichkeit des Eventualvaters unter der Voraussetzung der
Vaterschaft.

Setzt man die Grofen X; ; und Y; ; in die Essen-Moller-Formel ein, so ergibt
sich fiir jede der » - m moglichen genotypischen Konstellationen die Vaterschafts-
plausibilitat

“ X 1
Wi;= e

q-Xpj+(A—q) - Yi; (1—q)-¥s; (5)
q- X,

1+
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Man erhilt also an Stelle der allgemeinen phénotypischen Vaterschaftsplausi-
bilitit W, die genotypische Vaterschaftsplausibilitdt W, ; fiir die genotypisch
mogliche Terzettkonstellation (7,7), die aus der i-ten Genotypenkonstellation des
Eventualvaters und der j-ten Genotypenkonstellation des Dubletts Mutter— Kind
besteht. Da es fiir den Gutachter in vielen Fillen unmaoglich ist, die Genotypen
genau zu bestimmen, ist es als ndchstes nétig, die Wahrscheinlichkeit P; ; des
genotypischen Terzetts (4,7) innerhalb des phidnotypischen Falls zu bestimmen.

Betrachtet man die auch der Okajima-Formel zugrundeliegenden Genfrequen-
zen als Wahrscheinlichkeiten (und nicht als Schitzwerte fir diese Wahrscheinlich-
keiten — eine Voraussetzung, die auch in der phédnotypischen Betrachtung stindig
benutzt wird), so erhilt man diese Wahrscheinlichkeit durch

e X s (1) Vs s
Py = XU Yy

X 2 (g Xp+ (1—g) - Ti,)
k=11=1

Man hat also nun jeder Genotypenkonstellation (i,7) und ihrer zugehérigen
Vaterschaftsplausibilitdit W; ; ihre Wahrscheinlichkeit P; ; innerhalb des ge-
gebenen Phinotyps zugeordnet und kann folglich die diskrete Verteilungsfunktion
F der W; ;~Werte angeben:

Fz) = P(Wyg = 2) = Z Py (7
@)W, ;==

Fiir jede Verteilungsfunktion ist es von Interesse, den Erwartungswert und
die Varianz zu berechnen, und man erhilt als wohl interessantestes Ergebnis
dieser Betrachtungen:

LS
EWg)= > X Wi Py
i=17=1
LSS e i T
=1 = q 1,9 — 7
= 7 Z Z (- Xp, 1+ (1—q) - Yg,1)
n m
q Z Z Xy,
_ i=17=1
- n n m
7- 2 ZXZ]_"(l‘Q) 22 Yy
i=17=1 1=17=1
n m
g Z Z Xy,
_ i=17=1
T T an m T T Tm -
g- 2 ,ZIXH-+(1~q) Zl Z (V)i - (Mg x Kg);
1= 1= 1= ]:

7’§1XH

= T wm T a  Twm N (8)
q-,Zl ,le o (1—g) - ( I(Vy)i > (M_,,><Kg)>
t=17= = j=
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Vergleicht man (8) mit den Bezeichnungen der Okajima-Formel, so ergibt sich

unmittelbar, daf3
k(3

m
'21 '21 Xi,j=8(Vgx Mg x Ky) 9)
i=1 7=
der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller genotypisch méglichen Eventualvater-
Mutter-Kind-Terzette, also gleich dem phinotypischen X, ist.
Weiter ist
n

2 (Voki (10)

i=1

offensichtlich gleich der Wahrscheinlichkeit V', des Phénotyps des Eventualvaters
und

m

; (Mg X Kg)j =8S(Myx Kg), (11)
und folglich ist
m
(Z(Vg ; ngKg):Yp. ; (12)
Setzt man dieses oben ein, so erhilt man
_ 7-Xp

E(Wy) = Z; 7; Wi Piy= - X, % (—a) 7, =Wy. (13)

Der Erwartungswert der genotypischen Wy-Werte ist also gleich dem phéno-
typischen Wert W,
Damit ergibt sich fiir die Varianz s? der W, unmittelbar

3 m
st= X X (Wiy— Wp)*- Py (14)
i=14=1
Betrachtet man abschlieBend nun die Verteilungsfunktion F der W, so gilt
auf Grund eines allgemeinen Satzes aus der Wahrscheinlichkeitstheorie (s. z. B.
Vogel [5], 8. 53)

+ oo

E(W,) :T;ch(x) = [ (1—F(z)) dw— f F(x)dw . (15)
— 0 ] —00

Da in diesem speziellen Fall die Verteilungsfunktion F auf dem Intervall
(—o0, 0) konstant gleich Null ist und auf dem Intervall (41, 4 o) konstant gleich
Eins ist, vereinfacht sich (15) zu

E(W,) = jl(l——F(x))dx = 1~§1F(x)dx. (16)
0 .

Wie schon gezeigt wurde, ist aber E(W,) = W, und folglich
1
1 —EWy) =1—W,= [ Fla)dz . (17)
)
Da (1 — W) gleich der Irrtumswahrscheinlichkeit bei Entscheidung fiir Vater-

schaft ist, ist also die Flache unter der Verteilungsfunktion F der W, ein Ma8
fiir diese Trrtumswahrscheinlichkeit. Da es sich bei den W, um diskret verteilte
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zuféillige GroBen handelt, ist die zugehdrige Verteilungsfunktion F' eine Treppen-
funktion, und das Integral 143t sich elementar auswerten

1
1~Wp:fF(x)dx: Z Z —Wii) - Pij. (18)
0 1=14j=1
Die phénotypische Irrtumswahrscheinlichkeit ist also wie nicht anders zu er-
warten gleich der Summe der genotypischen Irrtumswahrscheinlichkeiten, multi-
pliziert mit der Wahrscheinlichkeit P; ;(W;, ;).

Diskussion

Wie die theoretischen Betrachtungen gezeigt haben, ist das Ergebnis des
phénotypischen Falls W, gleich dem Erwartungswert der W,, die man bei Be-
rechnung der genotypisch méglichen Konstellationen erhilt. Weiterhin gewinnt
man durch diese Betrachtungen mit Hilfe der Varianz oder Standardabweichung
der W, ein Mal fiir die Streuung der Wy um ihren Erwartungswert W,. AuBer-
dem veranschaulicht die graphische Darstellung der Verteilungskurve F der W,
durch die Fldche unter dieser Kurve die GroBe der Irrtumswahrscheinlichkeit bei
positiver Entscheidung des Falles.

Durch diese Art der Betrachtung, deren wichtigstes Ergebnis weiterhin der
phénotypische W-Wert, wie er in der bisherigen Begutachtung angegeben wurde,
ist, wird der Charakter dieses W-Wertes als Erwartungswert (Mittelwert) der geno-
typischen W-Werte hervorgehoben. Es handelt sich also nicht um ein von der
Methode nach Essen-Moller abweichendes Verfahren, sondern ist eine Erweiterung
dieses Verfahrens, die als zusidtzliche Information die Varianz oder Streuung der
genotypischen W-Werte liefert und damit den bisher allein angegebenen phéno-
typischen W-Wert relativiert.

Ist durch erweiterte Familienuntersuchung die genotypische Konstellation
eindeutig bestimmt, so muB selbstverstindlich, wie bei Hummel [6] beschrieben,
der alleingiiltige genotypische W-Wert als Vaterschaftsplausibilitdt angegeben
werden, dessen Streuung — abgesehen von der Streuung auf Grund der empirisch
bestimmten Genfrequenzen — dann gleich Null ist.

Es ist offensichtlich, daf} es fiir den einzelnen Gutachter unméglich ist, die
Berechnungen, die fiir die genotypische Interpretation notwendig sind, von Hand
durchzufiihren, da bei Verwendung mehrerer Blutgruppensysteme in manchen
theoretischen Fillen in einer phinotypischen Kombination mehr als 5 x 1012
genotiypische Konstellationen enthalten sind. Aus diesem Grund wurde ein Pro-
gramm erstellt, das die genotypische Betrachtung durchfiihrt, den genotypischen
Erwartungswert der W, (also auch den phanotypischen Wert W,) und die
Standardabweichung der W, berechnet und zur Veranschaulichung eine Graphik
der Verteilungsfunktion ¥ der W, liefert.

Eine erste Version dieses Programms wurde schon in einem Vortrag vorgefiihrt
[7], und eine ausfiihrliche Beschreibung der letzten Version und ihrer Moglich-
keiten ist Gegenstand weiterer Arbeiten [8, 9].

Dieses Programm wurde in FORTRAN 1V geschrieben und benétigte fiir bei
uns bisher erstellte Gutachten in keinem Fall mehr als 2 min Rechenzeit auf
der Rechenanlage der Universitdt Bonn vom Typ IBM 370—168.
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Als Dateneingabe wird fiir jedes bearbeitete Blutgruppensystem eine Loch-

karte benotigt, so dall die Kosten dieser Auswertungsmethode nicht héher liegen
diirften als die der bisherigen biostatistischen Auswertung.
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