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The Re la t ion  between Geno typ ica l  and  Pheno typ icM Plausibi l i t ies  of  P a t e r n i t y  

Summary. Applying the formula of Okajima [2, 3] to the genotypieal possibilities of a 
given phenotypical child-mother-putativ father constellation one can compute for each of 
these possibilities a genotypical probability of paternity. I t  is possible to determine the dis- 
crete distribution function, the mean value, and the variance of these genotypical proba- 
bilities of paternity and it is shown that the phenotypical probability of paternity is equal 
to the mean value of the genotypical probabilities of paternity. 

Zusammen/assung. Wendet man bei gegebener ph~notypiseher Kind-Mutter-Putativvater- 
Konstellation die Formel yon Okajima [2, 3] auf die genotypisch mSgliehen F/~lle an, so erh~lt 
man fiir jede dieser MSglichkeiten einen genotypischen W-Wert. Die diskrete Verteilungs- 
funktion, der Erwartungswert und die Varianz dieser genotypischen W-Werte lassen sieh 
bestimmen, undes zeigt sieh, dab der ph~notypische W-Wert gleich dem Erwartungswert der 
genotypischen W-Werte ist. 

Key words: Blutgruppen, ]3iostatistik - -  Vaterschaftswahrscheinlichkeit, Genotyp, geno- 
typische W-Werte, phgnotypischer W-Wert. 

Ausgangspunk t  ffir die me i s tve rwende te  Methode  zur  b ios ta t i s t i schen  Abs t am-  
mungsbegu t aeh tung  [1 ] i s t  die p M n o t y p i s e h e  Kons te l l a t ion  des Dub le t t s  M u t t e r - -  
K i n d  und des E v e n t u a l v a t e r s  in den un te r sueh ten  B lu tg ruppensys temen .  Mit  Hilfe 
der  Fo rme l  yon  Oka j ima  [2, 3] 

Yp Fp • S (Mg × tfg) 
Xp -- S(Vg x M e x Kg) (1) 

werden die W e r t e  Yp und  X p  dureh  Symbole  fiir die Genh/~ufigkeiten dargeste l l t ,  
wobei  hier  wie auch im folgenden der  I n d e x  p angibt ,  dab  die indiz ier te  Gr6Be 
sich auf  die ph/~notypische Kons te l l a t ion  bezieht ,  w~hrend der  I n d e x  g anzeigt ,  
dab  es sich hierbei  um eine geno typ i sche  GrSBe hande l t .  

Hierbe i  bedeu ten  : 

V~ 

S (Mg x Kg) 

Wahrsehe in l i ehke i t  des Ph / ino typs  des Even tua lva t e r s .  

Summe der  Wahrsehe in l i ehke i t en  aller bei den vor l iegenden 
P h ~ n o t y p e n  m6gliehen geno typ i sehen  Mut t e r -Kind-Ver -  
b indungen.  
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S (Va X M~ × Kg) Summe der Wahrseheinliehkeiten aller bei den vorliegenden 
Phgnotypen mSgliehen genotypischen Eventualvater-Mut- 
ter-Kind-Verbindungen. 

Die so bestimmten Werte fiir Y~ und X~ werden in den Ansatz yon Essen- 
MSller [4] eingesetzt und damit die Vatersehaftsplausibilitgt fiir die phgnotypisehe 
Konstellation 

W~ = q. Xp = 1 
q. Xp + (1--q). Yp 1 +  (l--q).  Yp (2) 

q. Xp 

bereehnet. Hierbei bedeutet q die a priori-Wahrseheinliehkeit fiir Vatersehaft, die 
in den meisten F/illen gleieh 0,5 gesetzt wird, wodureh sieh die Essen-M611er- 
Formel zu 

Wp ~- X~ + Yp 1 + - - -  Yp (3) 

vereinfacht. Xp 

Auf Grund der Verwendung unvollstiindiger Blutgruppensysteme ist es jedoch 
sehr h£ufig der Fall, dal~ bei vorgegebener ph~notypischer Konstellation mehrere 
genotypische Interpretationen vorhanden sind. 

Hat  man allgemein bei einer ph~notypischen Eventualvater-Mutter-Kind-Kon- 
stellation in mehreren B]utgruppensystemen fiir die ph~notypische Blutgruppen- 
kombination des Eventualvaters n verschiedene genotypische Interpretationen 
und fiir die ph~notypische Blutgruppenkombination des Dubletts Mutter---Kind 
m verschiedene genotypische Interpretationen, so ergeben sich fiir diesen einen 
phi~notypischen Fall n .  m genotypische MSglichkeiten. 

Es ist nicht schwer, die Formel yon Okajima [2, 3] fiir diese genotypischen 
Terzette umzuwandeln, und man erh~lt fiir 1 <_ i _< n und 1 ~ j =< m 

Yi,j  (Vg)i " (M a × Kg)j 
X i , j -  ( V g × M g x K g )  i,j (4) 

Hierbei bezeiehnet nun wie aueh im folgenden der Index i die i-te Genotypen- 
konstellation des Eventualvaters und der Index j die j-te Genotypenkonstellation 
des Dubletts Mutter--Kind.  Welter ist analog zum phi~notypisehen Fall: 

(Vg)~ die Wahrscheinliehkeit de r / - t en  Genotypenkonstellation 
des Eventualvaters, 

(M a × Kg)j die Wahrscheinlichkeit der Genotypenkombination des 
).-ten Dubletts, 

( V a × Mg × Kg)i, j die Wahrscheinlichkeit der Genotypenkombination der 
)'-ten Dublettenkonstellation mit der /-ten GenotypmSg- 
lichkeit des Eventualvaters unter der Voraussetzung der 
Vatersehaft. 

Setzt man die GrSl~en Xi, j und Yi, j in die Essen-MSller-Formel ein, so ergibt 
sich fiir jede der n • m mSglichen genotypischen Konstellationen die Vaterschafts- 
plausibilit~t 

Wi,] ~- q. Xi , j  ~ I 
q- X,,j + (i--q) - Y~,j (l--q) • Y~,j (5) 

1 +  
q" Xi,~ 
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Man erhglt also an Stelle der allgemeinen phgnotypischen Vatersehaftsplausi- 
bilitgt Wp die genotypische Vatersehaftsplausibilitgt W~,j fiir die genotypiseh 
m6gliche Terzettkonstellation (i, j), die aus de r / - t en  Genotypenkonstellation des 
Eventualvaters  und der ]-ten Genotypenkonstellation des Dubletts M u t t e r - - K i n d  
besteht. Da es fiir den Gutaehter  in vielen Fgllen unmSglich ist, die Genotypen 
genau zu bestimmen, ist es als ngehstes n6tig, die Wahrseheinliehkeit P~,j des 
genotypisehen Terzetts (i, j) innerhalb des phgnotypisehen Falls zu bestimmen. 

Betrachtet  man die aueh der Okajima-Formel zugrundeliegenden Genfrequen- 
zen als Wahrscheinlichkeiten (und nieht als Schgtzwerte fiir diese Wahrscheinlieh- 
keiten - -  eine Voraussetzung, die aueh in der phgnotypisehen Betraehtung stgndig 
benutzt wird), so erhglt man diese Wahrseheinliehkeit dutch 

q • Xi ,  j + ( l - - q ) .  Y i , j  
P ~ , ] =  *~ - m--- 

F~ F~ (q- xk, z + ( l - -q) .  g~,~) (6) 
k = l  / = 1  

Man hut also nun jeder Genotypenkonstellation (i, j) und ihrer zugeh6rigen 
Vatersehaftsplausibilitgt W~,j ihre Wahrscheinlichkeit Pi, j innerhalb des ge- 
gebenen Phiinotyps zugeordnet und kann folglich die diskrete Verteilungsfunktion 
F der Wi, j-Werte angeben: 

F(z)  P ( W g  < z) = v = = ~ P~,J " (7) 
(i,}) : Wi, j < z 

Ftir jede Verteilungsfunktion ist es von Interesse, den Erwartungswert  und 
die Varianz zu berechnen, und man erhglt als wohl interessantestes Ergebnis 
dieser Betrachtungen : 

E(Wg) = ~ W.~,j-. P~,j 
i = 1 ] = 1  

- -  / '  X~; + ( l - - q ) .  Yi, j  n 
i = l j = l  q" 'J £ ( q ' X k ,  l @ (l--q) • Yk, l) 

k ~ l / = l  

TYt 

i = 1 j = 1  

i = 1  ] = 1  i = 1 j = 1  

q" ~ X i , j  
i = 1 ] = 1  

i = 1 ] = 1  i = l j ~ l  

/ = 1 j = 1  

q" X i , j  + ( l - - q )  • (gg)i • (Mg × Kg)j  

(8) 
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Vergleieht man (8) mit  den Bezeiehnungen der Okajima-Formel, so ergibt sieh 
unmittelbar,  dub 

x ,j = s(v  × Mg × Kg) (9) 
i = 1 ] = 1  

der Summe der Wahrseheinliehkeiten aller genotypiseh m6gliehen Eventualvater-  
Mutter-Kind-Terzette,  also gleieh dem phgnotypisehen X~ ist. 

Weiter ist 

~, (Vgh (10) 
i = 1  

offensichtlich gleich der Wahrscheinlichkeit Vv des Phguotyps des Eventualvaters  
und 

~ (M a × Ka) j = S ( M  a × Ka) , (11) 

und folglich ist 

(Vg)~" (M a × K a )  j = Yp.  (12) 
i = 1  j" = 1 

Setzt man dieses oben ein, so erhglt man 

E(Wa) = W~,j .  Pt  j = = W ~ .  (13) 
i= l j=1. ' q. Xp + (l--q) . Y~ 

Der Erwartungswert  der genotypisehen Wa-Werte ist also gleieh dem phgno- 
typisehen Wef t  Wv. 

Damit  ergibt sieh fiir die Varianz s 2 der Wg unmittelbar 

s e = ~, ( W i , j - -  Wv) ~ • P~,j.  (14) 
i = 1  j ' = l  

Betraehtet  man abschlieBend nun die Verteilungsfunktion F der Wa, so gilt 
auf Grund eines allgemeinen Satzes aus der Wahrscheinliehkeitstheorie (s. z. B. 
Vogel [5], S. 53) 

+ c o  + o o  0 

E(Wg) = ~ xdF(x) = ~ ( 1 - - F ( x ) ) d x - -  ~ F ( x ) d x .  (15) 
- - o 0  0 - - o o  

Da in diesem speziellen Full die Verteilungsfunktion F auf dem Intervall  
( - - ~ ,  0) konstant  gleieh Null ist und auf dem Intervall  ( +  1, + ~)  konstant  gleich 
Eins ist, vereinfacht sich (15) zu 

1 1 

E(Wg)  = ~ (1 - -F(x) )  dx = 1 - -  S F ( x ) d x  (16) 
0 0 

Wie schon gezeigt wurde, ist aber E(Wg) = Wp und folglich 

1 

1 - -  E(Wg)  = 1 - -  W ,  = ~ tZ(x)dx.  (17) 
0 

Da (1 - -  Wp) gleich der Irrtumswahrscheinlichkeit bei Entscheidung fiir Vater- 
schaft ist, ist also die Flgche unter der Verteilungsfunktion F der W a ein Mug 
fiir diese Irrtumswahrscheinlichkeit.  Da es sich bei den W a um diskret verteilte 
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zufgllige Gr66en handelt, ist die zugeh6rige Verteilungsfunktion F eine Treppen- 
funktion, und das Integral 1/il3t sieh elementar auswerten 

1 - -  Wp = ~ F(x)dz = • (1--Wi, j ) .  Pi,j .  (18) 
0 i = 1 ] = 1  

Die ph/~notypisehe Irrtumswahrseheinliehkeit ist also wie nieht anders zu er- 
warren gleieh der Summe der genotypisehen Irrtumswahrseheinliehkeiten, multi- 
pliziert mit der Wahrseheinliehkeit Pt j (Wt: ) .  

Diskussion 

Wie die theoretischen Betrachtungen gezeigt haben, ist das Ergebnis des 
ph/inotypischen Falls Wp gleich dem Erwartungswert der Wg, die man bei Be- 
rechnung der genotypisch m6glichen Konstellationen erh/~lt. Weiterhin gewinnt 
man durch diese Betrachtungen mit Hilfe der Varianz oder Standardabweichung 
der W a ein )/[al3 fiir die Streunng der Wg um ihren Erwartungswert Wp. AnBer- 
dem veranschaulicht die graphische Darstellung der Verteilungskurve F der Wg 
durch die Flgche unter dieser Kurve die Gr613e der Irrtumswahrscheinlichkeit bei 
positiver Entscheidung des Falles. 

Dureh diese Art der Betrachtung, deren wichtigstes Ergebnis weiterhin der 
ph/inotypisehe W-Wert, wie er in der bisherigen Begutachtung angegeben wurde, 
ist, wird der Charakter dieses W-Wertes als Erwartungswert (Mittelwert) der geno- 
typischen W-Werte hervorgehoben. Es handelt sich also nicht um ein yon der 
lV[ethode nach Essen-M611er abweichendes Verfahren, sondern ist eine Erweiterung 
dieses Verfahrens, die als zus/~tzliche Information die Varianz oder Streuung der 
genotypischen W-Werte liefert und damit den bisher allein angegebenen phSmo- 
typischen W-Weft relativiert. 

Ist durch erweiterte Familienuntersuchung die genotypische Konstellation 
eindeutig bestimmt, so mug selbstverst/tndlich, wie bei Hummel [6] beschrieben, 
der alleingiiltige genotypische W-Weft als Vaterschaftsplausibilit/it angegeben 
werden, dessen Streuung - -  abgesehen yon der Strenung auf Grand der empiriseh 
bestimmten Genfrequenzen - -  daun gleich Null ist. 

Es ist offensichtlich, dab es ftir den einzelnen Gutachter unm6glich ist, die 
Bereehnungen, die fiir die genotypische Interpretation notwendig sind, yon Hand 
durchzufiihren, da bei Verwendung mehrerer Blutgruppensysteme in manchen 
theoretischen Fgllen in einer ph/inotypischen Kombination mehr als 5 x 1011 
genotypische Konstellationen enthalten sind. Aus diesem Grund wurde ein Pro- 
gramm erstellt, das die genotypische Betrachtung durehftihrt, den genotypischen 
Erwartungswert der W e (also aueh den ph/~notypisehen Wert Wp) and die 
Standardabweichung der W e berechnet und zur Veransehaulichung eine Graphik 
der Verteilungsfunktion F der W e liefert. 

Eine erste Version dieses Programms wurde schon in einem Vortrag vorgeffihrt 
[7], nnd eine ausffihrliche Beschreibung der letzten Version and ihrer M6glieh- 
keiten ist Gegenstand weiterer Arbeiten [8, 9]. 

Dieses Programm wurde in FORTRAN IV geschrieben und ben6tigte fiir bei 
uns bisher erstellte Gutaehten in keinem Fall mehr als 2 rain /~echenzeit auf 
der Rechenanlage der Universit/~t Bonn vom Typ IBM 370--168. 
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Als Dateneingabe  wird fiir jedes bearbei te te  B lu tg ruppensys tem eine Loch- 
kar te  benStigt,  so dab die Kos ten  dieser Auswer tungsmethode  n icht  hSher liegen 
dfirften als die der bisherigen biostut is t ischen Auswertung.  
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